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摘 要：与均匀阵列相比，稀疏阵列可以使天线阵列成本降低，减少数据处理，同时带来更大的阵列孔径提
高信号解析能力，在信号处理中有着广泛的应用。但是由于其排布的不规则性，计算量较大，二维面阵合成协方
差矩阵存在空洞，对角度估计的准确性造成负面影响，增强了系统对噪声的敏感度。为了克服这些问题，本文提
出了一种新的角度估计方法，采用截断核范数以降低噪声的影响，并通过 ℓp范数优化提升信号的稀疏表示，利用
交替方向乘子法（Alternating Direction Method of Multipliers，ADMM）算法构造子问题恢复出完整的阵列信号。随
后采用子阵划分技术和基于最小二乘的传播算子模型（Propagator Method, PM）对恢复的信号处理，精确估计信
号源的方位和俯仰角。仿真结果表明，所提出的角度估计算法在角度精度和时间复杂度方面具有优越性。
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An Sparse Planar Array DOA Estimation Algorithm Based on Truncated Nuclear
Norm and Propagator Method
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（School of Electronics and Information Engineering, Nanjing University of Information Science and Technology, Nanjing 210044, China）

Abstract: Compared with uniform arrays, sparse arrays can reduce the cost of antenna arrays, decrease data pro⁃
cessing, and provide a larger array aperture to improve the signal analysis capability, resulting in widespread applica⁃
tions in signal processing. However, due to the irregularity of their arrangement, sparse arrays involve significant compu⁃
tational complexity. There are gaps in the synthesis of the covariance matrix for two⁃dimensional array, which has a nega⁃
tive impact on the accuracy of direction⁃of⁃arrival（DOA）estimation and increase the system’s sensitivity to noise. To
overcome these problems, a novel angle estimation method is proposed in this paper. This method adopts truncated
nuclear norm to mitigate the influence of noise, and further improves the sparse representation of signals by norm optimi⁃
zation. The complete array signal is subsequently recovered by using the alternating direction method of multipliers
（ADMM）algorithm to construct the sub ⁃problems. Additionally, this method employs the subarray partitioning tech⁃
nique and the propagator method（PM）based on the least squares for signal recovery processing, enabling accurate esti⁃
mation of the azimuth and elevation angles of signal sources. The simulation results demonstrate the superiority of the
proposed DOA estimation algorithm in terms of angle accuracy and time complexity.
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0 引 言
二维稀疏阵列在信号处理领域具有广泛的应

用，尤其在到达角估计（Direction of Arrival, DOA）
中尤为重要。其广泛用于雷达系统［1⁃2］、声源估

计［3］和多天线无线通信系统［4］等领域。稀疏阵相
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较于均匀阵能减少所需阵元，降低系统成本，提供

更大的虚拟孔径，实现精确DOA估计［5⁃7］。目前二

维 DOA估计主要集中于特定结构中，如 L形阵

列［8⁃9］和双平行阵列［10⁃11］，最小冗余阵列［12］等。L型
阵列和双平行阵列虽减少阵元使用，但不适用于

任意稀疏面阵，且会引起“角度兼并”。二维平面

阵提高两个维度的角度分辨率，减少测量盲区，适

用于复杂环境［13］。因此针对任意稀疏面阵精确估

计方位角和俯仰角十分重要。

过去的几十年里，DOA估计被广泛应用并学

习，多重信号分类（Multiple Signal Classification,
MUSIC）算法［14］、旋转不变技术（Estimation of Sig⁃
nal Parameters via Rotational Invariance Techniques,
ESPRIT）算法［15］、二维离散傅里叶变换方法［16］等都

可以实现二维 DOA估计。随着压缩感知（Com⁃
pressive Sensing, CS）技术的兴起，信号稀疏性求解

DOA逐渐广泛。算法［17⁃19］依赖于 ℓ1范数正则化模

型，针对网格结构划分角度间隔。由于更加密集

的网格划分会违反受限等距特性［20］。因此基于无

网格的原子范数算法被提出，文献［21］用于解决

单快拍稀疏MIMO阵列的角度估计。文献［22］在

此基础上提出了多测量矢量联合稀疏的概念，利

用二维范数求解。

矩阵填充［23⁃24］（Matrix Completion, MC）是压缩

感知在高维度上的一个推广，矩阵填充在阵列设

计中采用稀疏位置布局，有助于在实际应用中实

现更灵活的阵列几何结构。传统的矩阵填充算法

包括基于核范数最小化的奇异值阈值算法［25］、加
速近端梯度下降算法［26］、交替迭代乘子法［27］、迭代

最小二乘、拉格朗日乘子法［28］等。文献［29］利用

核范数和平滑裁剪绝对偏差惩罚求解阵元故障的

MIMO雷达角度估计，文献［30］和［31］利用基于矩

阵填充的ESPRIT技术实现稀疏平面阵角度估计。

上述算法虽能合理地实现角度估计，但是对大型

稀疏平面模型，阵元分布复杂，计算缓慢，精度易

受噪声影响。

受文献［32］利用截断核范数的启发，针对稀

疏面阵计算复杂，对噪声敏感、角度估计困难的问

题，本文提出了一种多快拍阵列信号角度估计算

法（PM operator based on Truncated nuclear and Lp⁃
norm, TP⁃PM），以截断核范数和 ℓp范数为函数模

型，通过子阵划分利用基于最小二乘的PM算法进

行角度估计。通过截断核范数模型降低较小的奇

异值贡献来减少噪声对信号恢复的影响，利用 ℓp
范数优化信号稀疏性。算法采取了迭代双步策略

分解出独立的问题项，进而通过ADMM算法对问

题项分离成子问题求解，减少计算复杂度，适用于

大规模面阵信号的处理。划分子阵并引入基于噪

声的PM传播算子模型，提取并优化计算的二维角

度信息，提高了角度估计的准确性和效率。

1 稀疏面阵理论
1.1 稀疏面阵信号构造

构造均匀平面阵，阵列有N行M列，阵元间隔

为 d，目标的俯仰角和方位角分别为 θi和 φi。θi表
示第 i个信号的俯仰角，φi表示第 i个信号的方位

角。设空间中有 K个独立的窄带信号源 si（t）, t=
1,…,K入射，快拍数为 C。X轴上N个阵元的信号

模型可以表示为

x1( )t = Ax s ( t ) + nx( )t （1）
式中：A x为阵列流形矩阵，ax (uk ) = [1,e-j2πduk λ,…,

]e-j2π ( )N - 1 duk λ T
，Ax=［ax（u1）,ax（u2）,…,ax（uk）］；s（t）为

信号源矩阵，uk = sin θk cos φk, k = 1,…, K，nx（t）为

独立的高斯白噪声，C为快拍数。同理Y轴的M个

阵元信号模型可以表示为

y1( )t = Ay s ( t ) + ny( )t （2）
发现沿 Y轴平移的 X轴上的阵元满足以下

关系：

xn( )t = Axψn - 1
y s ( t ) + nxn( )t （3）

其中，vk = sin θk sin φk
ψy = diag ( )e-j2πdv1 /λ, e-j2πdv2 /λ,…,e-j2πdvK /λ

则沿X轴的阵面接收信号可以表示为

X ( )t = [ ]x1( )t , x2( )t ,…, xM( )t T
=
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s ( )t +nx( )t =[ ]Ay∘Ax s ( )t +nx( )t （4）

式中 [ ]Ay ∘ Ax 表示 Ay和 Ax的Khatri⁃Rao乘积。已

知均匀阵列的接收信号模型，随机选取阵元，稀疏

信号的接收矢量 XS( )t 中部分元素为 0，协方差矩
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阵会出现行为 0或列为 0的情况，式（5）给出了稀

疏阵列信号的阵列构造，其中Ω表示阵元所在的

位置空间集合，稀疏面阵模型如图1所示。

XS( )t = ì
í
î

ï

ï

X ( )t i,j , ( )i, j ∈ Ω
0,其他

（5）
Z

d

θ

ϕ

Y

S(t)

X

图1 稀疏面阵模型

1.2 阵列信号矩阵填充

首先需要将阵列的稀疏信号模型恢复为完整

的阵列信号模型，恢复缺失数据，基于面阵信号的

矩阵恢复原理如图2所示。

 

�Ω�=(i,j)�4K	
Xs(t) (i,j)����Ω XR(t) (i,j)   Ω

XR(t) (i,j)�ΩXs(t) (i,j)�Ω
(xc1, xc2)(xc1, xc2)

(1,1) (1,1)

图2 完整阵列信号恢复原理

其关键思想利用矩阵的低秩性，如果事先知

道观测矩阵A是低秩的，那么矩阵补全问题可以

表示为如下优化问题：

min rank ( )X
s.t. X i,j = A i, j ,( )i, j ∈ Ω （6）

矩阵 A为真实存在的矩阵，X为待填充的矩阵，构

造投影函数PΩ。

PΩ( )X = ì
í
î

ï

ï

X i,j , ( )i, j ∈ Ω
0,其他

（7）

上述问题是一个NP⁃hard问题，求解过程会随

着矩阵累积而复杂度增加，因此实际中通常采用

矩阵的核范数作为秩的凸松弛来近似求解，转化

为凸优化过程如下：
min  X *
s.t. PΩ( )X = PΩ( )A （8）

即
min  X *
s.t. XΩ = AΩ

（9）
如果观测矩阵 A ∈ Rn × n的秩为 r，且 r的值远

小于 n，此时矩阵A是低秩的。对于阵列天线的接

收信号来说，其噪声N ( )t 的功率会远小于实际信

号X ( )t ，信号的部分成分是零或接近零，只有少数

成分包含重要的远场入射源信息。这种稀疏性可

以与矩阵填充理论中的低秩性质相对应，即只需

少数元素或向量就能重建整个矩阵或信号。信号

的稀疏性意味着信号可以被看作是由少数几个基

础信号的叠加构成，这些基础信号可以通过较低

的维度来表示，因此可以通过矩阵填充使得接收

信号被完整恢复。

2 问题求解—TP⁃PM算法
2.1 基于截断核范数和ℓp范数的模型

由矩阵填充的相关原理得到完整阵面信号恢

复模型为

min  XR( )t *
s.t. XR( )t i, j = XS( )t i, j

（10）
式中，XR( )t 为待恢复的重构完整信号，XS( )t 为矩

阵已知的稀疏的信号模型，( )i, j 为稀疏阵列所在位

置的索引。式（10）变换为

min X ( )t * + 12  PΩ( )X ( )t - XS( )t 2
2 （11）

其中 ξ=1/2代表惩罚参数，一般算法都是通过寻找

式（11）的最优解获得重构信号。本文引入 ℓp范数

的定义：

 x
p
= ( )∑

i = 1

n

|| xi
p

1
p

（12）
将式子进行变形，ℓp范数是 ℓ2范数的扩展形

式，由文献［33］得知，ℓp范数 ( )0 < p ≤ 1 对于 ℓ2来
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说有着更好的数据鲁棒性，在这种情况下，异常值

对误差项的贡献也会变得相对较小。因此，使用

0<p≤1的 ℓp范数可以减小异常值对误差函数的影

响，会相比 ℓ2范数在处理异常值时更加稳定，因此

式（11）可以改写为

min X ( )t * + 12  PΩ( )X ( )t - XS( )t p

p
（13）

由矩阵填充的理论知 rank（min（X））的解在满

足强非相干性条件下，几乎等价于核范数的解。

同时，对矩阵进行奇异值分解时，假设矩阵有 r个
非零奇异值，那么对角线上有 r个非零元素。如果

只考虑最大的 r个非零奇异值，对于矩阵的秩，它

等于非零奇异值的个数，即 r。因此，只考虑最大

的 r个非零奇异值，而将其余的奇异值设为 0，并不

会影响矩阵的秩。因此，将考虑奇异值的个数代

替考虑矩阵秩的问题，即

min
X

 X ( )t
r
+ 12  PΩ( )X ( )t - XS( )t p

p
（14）

由于 X
r
是非凸函数，需要对式（14）进行变

形。由文献［34］得知 X
r
可变成截断核范数的构

成形式，即 X
r
=  X * - max tr ( )AXBT ，其中A和

B均满足正交矩阵的性质，将式（14）改写为

min X * - max tr ( )AXBT + 12  PΩ( )X ( )t - XS( )t p

p

（15）
因此对于重构的完整信号求解由式（11）变成了式

（15），问题重新写成

ì

í

î

ï
ï

ï
ï

min
X

 X * + 12  U p

p
- tr ( )AGBT

s.t. U = PΩ( )X ( )t - XS( )t
X = G

（16）

2.1.1 迭代双步策略

为解决上述问题，采用迭代双步策略来求解，

确定好初始值输入 X0 = XS( )t , μ0,η0,r0，迭代次

数 k。
第一步通过奇异值分解和截断奇异值的个数

r确定A(k )和B (k )：
[U k,Σk,V k ] = svd (X k )
U k = (u1,…,um ) ∈ Rm × m

V k = (u1,…,un ) ∈ Rn × n

Ak = (u1,…,u r )T,Bk = ( v1,…,v r )T
（17）

第二步解决如下问题更新X：

min
X

 X * -max tr ( )AkXB (k ) T + 12  PΩ( )X ( )t -XS( )t p

p

（18）
将每一次迭代更新产生的 A(k )和 B (k )当成已知量，

引入拉格朗日函数法得到增广拉格朗日函数：

L ( )X, μ, η, γ, G, U = X * - tr ( )AGBT + 12  U p

p
+

μ
2








U - ( )PΩ( )X ( )t -XS( )t + 1μ η
2

F
+ μ2









X -G+ 1μ γ
2

F
（19）

其中 η, γ为增广拉格朗日函数的缩放对偶变量。

下面给出算法步骤。

算法1：迭代双步策略

第一步：对X k进行SVD奇异值分解

[ ]U k, Sk, V k = svd ( )X k

其中，U (k ) = (u1,…,um ) ∈ Rm × m

V (k ) = (u1,…,un ) ∈ Rn × n

第二步：依据截断奇异值数目 r更新
A(k ) = (u1,…,u r )T,B (k ) = ( v1,…,v r )T
根据目标函数更新X：

min
X

 X ( )t * - max tr ( )A(k )XB(k ) T + 12  PΩ( )X ( )t - XS( )t p

p

2.1.2 ADMM划分子问题

重新将式（19）中参数写成

ì

í

î

ï
ï

ï
ï

T = U - ( )PΩ( )X ( )t - XS( )t
h = X - G
f =  X * - tr ( )AGBT + 12  U p

p

（20）

对上式求解问题，涉及到参数X, μ, η, r的更新，其

中μ, η, r的更新可以表示为

ì

í

î

ïï

ïï

μnew = σμold
ηnew = ηold + ρT
γnew = γold + βh

（21）

X的更新涉及到对拉格朗日函数循环迭代，可以通

过ADMM算法解决：

①固定U，G，优化X，问题被表述为

 X * + μ2








U - ( )PΩ( )X ( )t - XS( )t + 1μ η
2

F
+

μ
2








X - G + 1μ γ
2

F
（22）
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根据式（22）改写成

ì

í

î

ï

ï
ïï

ï

ï
ïï

 X * + μ2  PΩ( )X ( )t -EΩ

2
F +
μ
2  X-N 2

F

EΩ=U+XS( )t + 1μ η
N=G- 1μ γ

（23）

已知式（23）是一个最小核范数的问题，文献［25］
证明了其可以通过 SVD进行处理。受软阈值迭代

法启发，式子可以通过奇异值软阈值和梯度下降

法求解。

1）针对式中的 F范数问题，通过解决关于 X
的线性系统来逼近F范数。

 PΩ( )X ( )t -EΩ

2
F通常转换为∑i, j ∈Ω( )X i, j -E i, j

2,
 X - N 2

F转化为∑i, j ∈ all( )X i, j - Ν i, j
2
。当( )i, j ∈ Ω时，

构造线性方程：
X i, j - E i, j = 0
X i, j - N i, j = 0 （24）
将 F 范 数 整 合 到 线 性 系 统 中 得

( )PΩ( )X ( )t - EΩ + κ ( )X - N = 0，使用梯度下降

法求解 X k。( )i, j ∉ Ω时，X k
-Ω = N k

-Ω，更新后的 Xk为

X k = X k
Ω + X k

-Ω。

2）针对式中的核范数问题：

[ ]U, S, V = svd ( )X k

X k + 1 = U* max ( )S - 1μ ,0 *V T （25）

具体算法流程如下。

算法2：奇异值软阈值化+梯度下降

1）Input:初始值X0，选择步长参数α，迭代计数

器k0，初始值EΩ 0，初始值N0，ζ为最低限度。

2）计算X在X k的梯度 ∇f ( )X k ，其中梯度信息

由F范数获得。

3）X k + 1 = X k - α∇f ( )X k

4）对X k进行奇异值求解

[U, S, V ] = svd (X k + 1 )
5）软阈值处理，构造新的X k + 1, X k + 1 = US′V T

6）检查收敛性， X k + 1 - X k

F < ζ
7）Output：X k + 1

②固定X，G，优化U，问题被表述为

min
U

1
2  U p

p
+ μ2









U - ( )PΩ( )X ( )t - XS( )t + 1μ η
2

F
（26）

将式（26）变形为

min
U

1
2  U p

p
+ μ2  U - DΩ

2
F

s.t. DΩ = ( )PΩ( )X ( )t - XS( )t + 1μ η
（27）

依据 ℓp范数和 F范数的定义，对于U和D中

( )i, j ∈ Ω均有

min
Ui, j

1
2μ ||U i, j

p + 12 ||U i, j - D i, j
2

（28）
将其用函数公式写成

ψ ( )x = 1
2μ || x p + 12 || x - a 2

（29）
文献［35］证明中得知

ψ′( )-x0 ≤ 0, ψ′( )x0 ≥ 0, x* = 0
ψ′( )-x0 ≤ 0, ψ′( )x0 < 0, x* = arg minx ∈ { }0,x2 ψ ( )x
ψ′( )-x0 > 0, ψ′( )x0 ≥ 0, x* = arg minx ∈ { }0,x3 ψ ( )x
ψ′( )-x0 > 0, ψ′( )x0 < 0, x* = arg minx ∈ { }0,x2,x3 ψ ( )x

（30）

其中 x0 = ( )λ p ( )1 - p 1
2 - p，由函数的ψ ( )x 的二阶导

数为零得来。x1,x2为函数的一阶导数大于 0的根，

0 < x1 < x2，x3，x4为函数的一阶导数小于 0的根，

x3 < x4 < 0。
③固定U，X，优化G，问题被表述为

G = arg min
G
(-tr ( )AGBT + μ2









X - G + 1μ γ
2

F
)

（31）
由矩阵迹的性质得 tr ( )AGBT = tr ( )ATBGT =

G, ATB ，矩阵的迹就等于两个矩阵的内积。由迹

和 F范数的关系可以将内积看作G与 ATB之间 F
范数的差的一部分［34］。为将迹与 F范数融合在一

起，引入1 μ ATB
2
F，此时有

min
G

μ
2








G - (X + 1μ γ +

1
μ A

TB )
2

F
（32）

对式子求梯度并令其为0得
G* = X + 1μ γ +

1
μ A

TB （33）
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根据确定的A(k )和B (k )，G即满足

G̑k + 1 = X k + 1 + 1μ γk -
1
μ ( )Ak + 1

T
Bk + 1, ( i, j ) ∈ Ω

Gk + 1 = G̑k + 1
-Ω + G k

Ω

（34）

2.2 基于PM广播算子划分子阵求解

经过迭代后重构的完整阵面信号模型为

XR( )t ，对信号进行子阵划分，如图3所示。

F��	XR(t)

xc1

xc2

X1
X2

X3

X3=XR(t)(1:xc1-1�)

X4=XR(t)(2:xc1�)

X1=XR(t)(:,1:xc2-1)

X2=XR(t)(:,2:xc2)

X4

1

1

图3 重构信号子阵划分

由图 3可知，X1与X2之间的阵列信号有沿Y轴
包含的两个维度的角度信息，X3与X4之间有沿着X
轴包含的两个维度的角度信息。

X1( )t = Ax s ( )t + nx1( )t
X2( )t = Axψy s ( )t + nx2( )t
X3( )t = Ay s ( )t + nx3( )t
X4( )t = Ayψx s ( )t + nx4( )t

（35）

划分子阵的协方差矩阵，对子阵进行互相关矩阵

求解：

C1 = E{ }X1X H3 =∑
t = 1

L

X1( )t X H3 ( )t /L ⇒ A xRSAHy

C2 = E{ }X2X H3 =∑
t = 1

L

X2( )t X H3 ( )t /L ⇒ A xψyRSAHy

C3 = E{ }X1X H4 =∑
t = 1

L

X1( )t X H4 ( )t /L ⇒ A xψH
x RSAHy

C4 = E{ }X2X H4 =∑
t = 1

L

X2( )t X H4 ( )t /L ⇒ A xψyψH
x RSAHy

（36）
其中C2中包含与ψy有关的项，C3中包含与ψH

x 有关

的项，C4中包含与ψyψH
x 有关的项，接下来构造关于

互相关矩阵的传播算子算法模型。

首先，合并互相关矩阵：

C = é
ë
ê

ù
û
ú

C1 C3
C2 C4

= [ ]CC1 CC2

Cnew = CT = é
ë
ê

ù
û
ú

CC1
CC2

（37）

引入传播算子PM的概念，假设存在矩阵 J，对
矩阵J进行分块：

J = é
ë
ê

ù
û
ú

J1
J2

（38）
J1是非奇异矩阵，将分块后的矩阵利用传播算子［36］

进行矩阵计算可得

J = é
ë
ê

ù
û
ú

J1
PHJ1

= é
ë
ê

ù
û
ú

I
PH J1 （39）

其中，P代表关于矩阵 J2的传播算子，可由 J1的
线性变换所得，该线性变换唯一。J1的矩阵维度

为 K×K，P的维度为 K×（4xc1×xc2-4xc1-K），其满足

[ ]PH, - I4xc1xc2 - 4xc1 - K J = 0。
因此，将Cnew矩阵变换如下：

Cnew = é
ë
ê

ù
û
ú

U
F

（40）
其中U的维度是 K×（4xc1×xc2-4xc1），Cnew的维度为

（4xc1×xc2-4xc1-K）×（xc1×xc2-xc2）。当信号不包含

噪声的情况下，可以直接用PM算法求解，构造F =
PHU,当信号中存在噪声时，由于重构信号满足矩

阵填充理论，矩阵具有低秩性，噪声信号NR（t）的

值远远小于信号X（t）值，即

 NR( )t ∞ ≪  X ( )t ∞ （41）
可以通过构造最小二乘方程估计 P͂来近似逼近P值

min
P͂

 F - P͂U 2
2 （42）

求出 P͂后根据式子J的定义关系矩阵

E = é
ë
ê

ù
û
ú

I
PH =

é

ë

ê

ê
êêê
ê

ù

û

ú

ú
úúú
ú

E1
E2
E3
E4

=
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

A x

A xψy

A xψH
x

A xψyψH
x

·U-1 （43）

上式的［E1 E2］与［E3 E4］满足一定的关系，将 E进

行分块，得

Enew = é
ë
ê

ù
û
ú

E1 E3
E2 E4

= [ ]EE1 EE2 （44）
式中EE2 = EE1*UψH

xU-1。

对上式进行最小二乘法求解后进行特征值分

解，所得的λk，uk值由特征值求得：uk = angle ( )λk /pi，
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同理对于ψy也是：

A =
é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

A x

A xψy

A xψH
x

A xψyψH
x

= é
ë
ê

ù
û
ú

I
PH ·U

A* = é
ë
ê

ù
û
ú

I
PH ·U

* = é
ë
ê

ù
û
ú

I
PH ·U·∏ =

é

ë

ê

ê

ê
êê
ê

ù

û

ú

ú

ú
úú
ú

A x

A xψy

A xψH
x

A xψyψH
x

∏

（45）

式中U*为特征值所对应的特征向量，其满足U * =
U∏，∏为矩阵U进行行列交换时的转换矩阵。

ψy = ∏-1ψy∏ = é
ë
ê

ù
û
ú

A*1
A*3

+
é
ë
ê

ù
û
ú

A*2
A*4

（46）
对上式进行最小二乘法求解后进行特征值分解，

所得的γk，vk值由特征值求得：

vk = -angle ( )γk /pi （47）
求角度

θk = arctan ( )vkuk
φk = arcsin ( )v2k + u2k

（48）

3 仿真与结果分析
本文通过仿真实验验证算法性能。从均匀平

面阵 xc1×xc2中随机生成稀疏平面阵列，对稀疏平

面阵列进行矩阵填充恢复成完整阵列信号，将重

构后的信号进行角度估计，通过均方根误差、时间

复杂度等方面的对比算法性能。二个维度的角度估

计的均方根误差（Root Mean Square Error, RMSE）为
θRMSE = 1

M
1
K∑m = 1

M

∑
k = 1

K ( )~
θ k,m - θk 2

φRMSE = 1
M
1
K∑m = 1

M

∑
k = 1

K ( )~
φ
k,m - φk

2
（49）

式中，M代表蒙特卡洛实验次数，
~
θ k,m代表第 k个信

号源第m次实验的方位角估计值，
~
φ
k,m代表第 k个

信号源第m次实验的俯仰角估计值。

阵列信号矩阵填充的填充误差定义为

ε =  PΩ( )XR( )t - XS( )t F
 XS( )t F

（50）

3.1 稀疏信号恢复性能分析

仿真考虑从 64×64的平面阵列中随机选择

1 400个阵元。在模拟过程中，采用 50个快拍，并

在信号中加入了 15 dB的高斯白噪声，得到维度

4 096×50的数据矩阵。通过迭代计算评估了算法

在稀疏信号恢复方面的性能。本文选取了常规的

矩阵填充算法进行对比，仿真参数设置见表1。
表1 仿真参数设置

矩阵填充算法

SVT

APG

TNNR⁃ADMM
MMV⁃ANM
TP⁃PM算法

参数项设置

惩罚项系数：

τ = xc1·xc2
梯度迭代步长：δ = 2

惩罚项系数：

μ = 0.9 Xs( )t
2
2

梯度迭代步长：δ = 2
惩罚项系数：β = 5

秩 rank r=1
惩罚项系数：α = 2

p范数=0.2
惩罚项系数mu=5

通过实验，填充误差结果如表 2所示。本文算

法（TP⁃PM算法）对稀疏信号恢复效果最好，通过截

断核范数降低了噪声对信号重构的影响，划分为

子问题求解减少迭代过程。SVT算法、MMV⁃ANM
算法、APG算法、TNNR⁃ADMM算法误差依次降

低，但都低于本文算法。

表2 稀疏信号恢复算法误差结果

算法

SVT
APG

TNNR⁃ADMM
MMV⁃ANM
TP⁃PM算法

误差结果

6.118 2×10-3
3.297 4×10-4
1.742 3×10-4
2.476 2×10-3
1.650 5×10-5

3.2 角度估计结果分析

从均匀平面（具有 64行 64列）中随机抽取

1 000个阵元，构建稀疏阵面。该阵列用于捕捉两

个远场信号源的入射角度信息。这两个信号源的

角度分别是（40°，50°）和（45°，30°），在 15 dB的信

噪比下，收集了 200个快拍。为了验证算法的有效

性和鲁棒性，本实验进行了 400次蒙特卡洛实验进

行角度估计，结果如图4所示。
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图4 本文算法二维角度估计图

实验结果表明，TP⁃PM算法计算结果较好，400
次蒙特卡洛实验后的角度估计值分布较为集中且

都集中于设定的理想的入射源角度附近。

3.3 算法性能与信噪比和快拍数的关系

通过RMSE评价不同算法性能。在仿真实验

中，通过与 2D⁃MUSIC算法、文献［22］算法、文献

［30］算法对比分析了信噪比和快拍数对稀疏阵面

接收信号角度估计精度的影响。仿真所用稀疏阵

面阵元数为 1 000。图 5显示RMSE与信噪比的关

系，其中阵列快拍数 C为 50，图 6显示RMSE与快

拍数的关系，其中噪声设为15 dB。
结果显示随着快拍数增加，增加了样本估计

量，接近真实协方差矩阵，算法角度估计误差都逐

渐下降，但本文算法效果更加显著。信噪比增加

时 2D⁃MUSIC算法在进行角度估计时表现最为不

佳，这部分原因在于其对阵列空间结构的高度依

赖性。MMV⁃ANM算法处理多快拍信号时矩阵构

造更为复杂，且使用CVX工具箱进行凸优化处理，

计算复杂。APG⁃ESPRIT算法角度估计效果较好，

但使用核范数处理有噪声的信号，效果不如本文

算法。

3.4 算法性能与面阵稀疏程度的关系

实验从 64×64的阵面中选取稀疏阵元数为

900，1 500，2 400，3 200，3 900，对应稀疏率约为

21%，36%，58%，78%，95%，快拍数设置为 100，蒙
特卡罗次数为 500次，阵列稀疏性和角度估计之间

的关系如图7所示。

1 000 1 500 2 000 2 500 3 000 3 500
/*LKK����

10-3

10-2

10-1

�
�
�
A
�
�(°

)

TP-PM��>
TP-PM��>
APG-ESPRIT��>
APG-ESPRIT��>
2D-MUSIC��>
2D-MUSIC��>
MMV-ANM��>
MMV-ANM��>

图7 算法与面阵稀疏程度的关系

本文算法（TP⁃PM算法）在角度估计精度方面

随着阵元利用率的提高而提升。2D⁃MUSIC算法

更依赖空间谱完成阵面角度估计，越稀疏的阵面

阵元间隔越大，影响空间谱生成，效果最差。MMV⁃
ANM算法由于不规则的托普利兹矩阵结构也会影

响角度估计。虽然APG⁃ESPRIT算法性能较好，但

它依赖于核范数模型，噪声影响较为敏感，矩阵恢

复效果不如本文算法。综上所述，TP⁃PM算法优化

了角度估计的流程，在稀疏阵列应用中展现了较

好的性能。
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图5 RMSE与信噪比关系图
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3.5 算法的复杂度

本文从时间维度出发对比算法。从阵元数和

快拍数着手，针对可能会影响算法求解速度的因

素进行讨论，结果如表3、表4所示。本文算法求解

速度较快，MMV⁃ANM算法求解速度最慢。MMV⁃
ANM基于原子范数最小化的函数模型，将单个测

量矢量拓展到多个测量矢量中进行半正定规划求

解，其计算复杂度为 o（（xc1*xc2+C）3.5log（1/ε）。本

文算法无需进行半正定规划，且根据矩阵的运算

法则，本文算法只需要划分子阵进行协方差矩阵

求解，根据旋转不变关系进行两次最小二乘解运

算提取特征值求解，比传统的使用ESPRIT和MU⁃
SIC算法的计算量减少，计算速度提升，计算复杂

度为 o（C×xc21×xc22+4K3+16K2（xc1×xc2-xc1）+K2（xc1×
xc2-xc2）+4K（xc1×xc2-xc1）（xc1×xc2-xc2）。

1）与阵元数之间的关系，快拍数为50。
2）与快拍数的关系，阵元数为16×16。

表3 阵元数与时间复杂度的关系

算法

TP⁃PM
APG⁃ESPRIT
2D⁃MUSIC
MMV⁃ANM

8×8
7.032
8.425
8.238
8.886

16×16
8.996
9.347
9.145
10.529

32×32
10.167
10.956
10.663
11.635

64×64
11.648
12.232
11.827
13.894

表4 快拍数与时间复杂度的关系

算法

TP⁃PM
APG⁃ESPRIT
2D⁃MUSIC
MMV⁃ANM

10
6.450
7.368
7.075
7.736

50
9.867
10.256
9.963
11.635

75
10.723
11.657
11.253
12.492

100
11.626
12.923
12.574
13.325

4 结束语
本文提出的算法针对稀疏面阵的不规则结构

带来角度估计困难和计算复杂，对噪声敏感等难

题，从构建目标函数入手，基于 ℓp范数和截断核范

数求解问题，减少噪声影响，保持矩阵重构过程的

稳定性。通过ADMM算法划分为3个子问题，从而

减少了计算量，并提升了算法的鲁棒性。此外，本

文算法采用子阵划分的PM算法进行求解，避免了

ESPRIT算法中手动匹配运算的需求，降低了误差

发生的可能性，从而提供了更为可靠和高效的角

度估计。实验证明本文算法相较于其他算法能减

少均方根误差的同时减少计算时间，对任意稀疏

的阵列具有普适性。
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